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SUNMARIES 
During an examination of the documents for Georg 
Cantor which are to be found in the libraries and archives 
of Halle/Saale, it turned out that a manuscript of his 
dissertation, written in his own hand, contains additions 
which go significantly beyond the version published in 
1867. These additional sections are reproduced as a 
mathematical completion of the dissertation and as a 
supplement to the biography of Cantor. Some remarks of a 
mathematical and biographical nature are included. 
Bei einer Durchsicht von Dokumenten Georg Cantors, 
die sich in Bibliotheken und Archiven der Stadt Halle/Saale 
befinden, stellte es sich heraus, dass ein von Cantors 
Hand geschriebenes Manuskript seiner Dissertation Zusgtze 
enthslt, die erheblich iiber die im Jahre 1867 verijffentlichte 
Dissertation hinausqehen. Zur mathematischen Abrundung 
der Dissertation, als Erq;inzunq der Bioqraphie Cantors und 
zu seiner Wiirdiqung werden die zusgtzlichen Kapital 
hier--im wesentlichen wijrtlich--wiedergeqeben. Vorangestellt 
werden einige Bemerkungen inhaltlicher und bioqraphischer 
Art. 
BEMERKLINGEN 
Der vorliegende Artikel sol1 ein kleiner Baustein zur Vervoll- 
kommnung der Biographie Georg Cantors sein. Bei einem Forscher 
von so grosser Bedeutung fiir die Nachwelt scheint es uns fiir eine 
Einschgtzung der Gesamtpers5nlichkeit geboten, alle Unterlagen 
aus zus ch0pf en, um such den Beginn seiner wissenschaftlichen Arbeit 
muglichst genau darzustellen. Aus diesem Grunde hatte bereits 
Zermelo Cantors Dissertation “De aequationibus secundi gradus 
indeterminatis” in die Gesammelten Abhandlunqen [Cantor 1932, l-311 
aufgenommen. Wir haben jetzt die Muglichkeit, Uber 100 Jahre nach 
Erscheinen der Dissertation eine nicht unwesentliche ErgBnzung 
im obigen Sinne geben zu ktinnen. 
In der Universitst Halle, der langjahrigen Wirkungsstgtte 
Georg Cantors, wurde anl&slich seines 130. Geburtstages im MXrz 
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1975 eine Ausstellung iiber sein Leben und Schaffen gezeigt und 
zu deren Vorbereitung such ein handgeschriebenes (in deutscher 
Sprache abgefasstes) Manuskript seiner Dissertation "Gber die 
Diophantischen Gleichungen zweiten Grades" durchgesehen. [l] Dabei 
stellte sich iiberraschenderweise heraus, dass dieses Manuskript 
ausser den (etwa aus [Cantor 19321 bekannten 11 Paragraphen noch 
drei weitere enthglt, was bisher offenbar unbemerkt geblieben oder 
nicht zur Kenntnis genommen worden ist. [2] 
Cantors Dissertation beschsftigt sich bekanntlich mit den 
primitiven iijsungen der Diophantischen Gleichung .x2 + by2 f cz2 =0 
in ganzen Zahlen. Ein Kriterium fiir die Lbsbarkeit dieser Gleichung 
wurde bereits von Legendre nach Vorarbeit von Lagrange und auf 
anderem Wege von Gauss gewonnen. Gauss hat mit seiner Methode 
gleichzeitig eine Darstellung aller 
P 
rimitiven 
x = t-lf(p,q), y = t-ly(p,q), z = t- h(p,q) 
Lasungen in der Form 
gegeben. Dabei sind 
f,y,h yuadratische Formen, (p,q) durchlzuft alle Paare teilerfrem- 
der Zahlen und t = t(p,q) ist der griSsste gemeinsame Teiler von 
f(p,q), y(p,q) u-d h(p,q). Diese Form wird von Cantor als unbe- 
friedigend angesehen und er baut deshalb den Gaussschen Weg weiter 
aus. In § 8 gelangt er zu einem Ergebnis, das eine neuartige 
Darstellung der Lbsungsmenge ermcglicht. Spater hat dies such 
Dedekind in [Dirichlet 1894, 418ff.l unternommen. Sein Ergebnis 
ist einfacher als das Cantorsche, jedoch wird in [Bachmann 1898, 
211ff.l den Gedanken und Resultaten Cantors besondere Anerkennung 
gezollt. 
Die neu aufgefundenen Paragraphen 12 bis 14 des Cantorschen 
Manuskripts fiihren nun in summarischer Weise aus, wie das Resultat 
von 5 8 mit der Methode von Lagrange gewonnen werden kann. Sie 
bilden somit eine wertvolle Erggnzung der iibrigen Arbeit. Auch 
nach Cantors Meinung erhglt das Prinzip von Lagrange "erst durch 
die hier [§ 12 bis § 141 vorkommende Vorstellung der Lasungssysteme 
seine volle Deutung." 
In 5 12 wird zunBchst der Begriff der absoluten Gleichung 
eingefiihrt (d.i. eine solche mit quadratfreien Koeffizienten) und 
der Zusammenhang zwischen den primitiven Lasungen einer beliebigen 
Gleichung und der zugehSrigen absoluten untersucht. § 13 leistet 
dasselbe fiir zwei absolute Gleichungen, die in gewisser Weise durch 
lineare Substitutionen auseinander hervorgehen. Schliesslich stellt 
S 14 die Beziehung einer beliebigen absoluten Gleichung zur pythago- 
reischenGleichung x2 + y2 - z2= Oher, fiir welche sich das an- 
gestrebte Resultat unmittelbar verifizieren l&St. 
Ein Vergleich der lateinischen Ausgabe [Cantor 18671 mit dem 
HallenserManuskript zeigt, dass es sich bei jenem--vonwenigenAusnahmel 
abgesehen--um eine wgrtliche ijbersetzung der ersten 11 Paragraphen 
des Hallenser Manuskripts handelt. An Abweichungen seien folgende 
erw;ihnt: 
1. DiebeidenSchlusssXtzederlateinischenAusgabe: "Quamquam 
omnia quae initio commentationis polliciti sumus plane ad finem 
perduximus, tamen multa, quae ad explicationem methodi desiderentur 
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omissa esse, sponte concedimus. - Hoc quidem loco annotetur verita- 
tern theorematum in 5 8 a nobis secunda demonstratione probatum 
esse, quae in integra inductione posita est, et methodos a nobis 
indagatas esse, quae via multo simpliciore ad omnes solutiones 
primitivas aequationum primariarum perducunt.” fehlen verstSndli- 
cherweiseimdeutschen Manuskript [Cantor 1932, 301. Durch sie wird 
bereits angedeutet, dass der Verfasser ausser den ver6ffentlichten 
Ergebnissen noch weitere besass. Ein Motiv Georg Cantors (oder 
seines Lehrers E. E. Kummer) fiir das Weglassen dieser ZusSLtzlichen 
Ergebnisse ist jedoch daraus nicht ablesbar. [3] 
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2. Die Fussnote beim Beweis des ersten Theorems in 5 8 [1932, 
ZO],in der auf die Maglichkeit der Herleitung der angegebenen Fall- 
unterscheidung aus vorausgesetzten Bedingungen mit Hilfe des Rezi- 
prozitgtsgesetzes hingewiesen wird, erfshrt im deutschen Text noch 
die Erggnzung: "Wollte man davon [der Herleitung] abstrahieren, so 
miisste man in ihnen e'den Unterscheidungenl] neue Bedingungen filr die 
Existenz primitiver Liisungen erblicken." 
3. Am Ende desselben Paragraphen wird im deutschen Text die 
Unterdriickung der Rechnung ausser mit ihrer Weitlxufigkeit noch 
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damit begriindet, dass spXtere (ngmlich die in der lateinischen 
Ausgabe weggelassenen) Paragraphen neben einer erneuten Verifizierung 
des Resultates von 5 8 “eigens dazu bestimmt sind, auf leichterem 
Wege die L&jsungssysteme zu geben.” (Man vergleiche hiermit such 
die oben zitierten Schlusssgtze der lateinischen Ausgabe.) 
Es sei noch erwghnt, dass die Originalausgabe der Cantorschen 
Dissertation und damit diejenige in [Cantor 19321 einige (wenn such 
nicht sehr wesentliche) Fehler enth$ilt, die im Hallenser Manuskript 
bemerkenswerterweise nicht vorkommen und die Gbrigens zum Teil 
in einem mir zugznglichen Exemplar von [Cantor 18671 [4] handschrift- 
lich--wahrscheinlich von Cantor selbst--korrigiert sind. 
Im folgenden werden die Paragraphen 12 bis 14 des Hallenser 
Manuskripts wijrtlich wiedergegeben. Die Orthographie ist dem 
heutigen Stand angepasst; einige offensichtliche Versehen von unter- 
geordneter Bedeutung wurden beseitigt. Die erste Seite des Manu- 
skripts (s. Bild 1) enth%ilt den eigenhgndigen Vermerk Cantors: 
“Dem Mathematischen Seminar in Halle. Dieses Manuskript ist vom 
Jahre 1867. Georg Cantor/Halle, 18ten Juli 1901.” Bild 2 zeigt 
die erste Seite von § 12, der das obige Zitat iiber die Bedeutung 
der 55 12 bis 14 entnommen ist. 
Wir mGchten den Abdruck des nichtvertiffentlichten Teils der 
Dissertation als eine Wiirdigung Georg Cantors betrachten, jedoch 
dtirfen wir bemerken, dass ein solcher verspzteter Druck nicht 
vUllig ungewtihnlich ist. Beispielsweise hat L. Kronecker im Jahre 
1881 seine 36 Jahre vorher verfasste und damals ebenfalls nicht 
vollstgndig vergffentlichte Dissertation selbst, und zwar ein- 
schliesslich der bereits verijffentlichten Teile, im Rahmen einer 
Festschrift fiir E. E. Kummer herausgegeben. 
NOTES 
1. Das Manuskript befindet sich seit 1901 (s.u.) im Besitz 
der Bibliothek des Mathematischen Seminars bzw. der jetzi.gen 
Sektion Mathematik der Universitgt Halle/S. 
2. Auch in der Biographie [Grattan-Guinness 19711, dieetliche 
neuewichtigeDetails enthglt, istdariibernichts erwghnt. Im iibrigen 
muss eingestandenwerden, dass StadtundUniversitzt Hallebis vor 
wenigen Jahren Georg Cantor nicht die verdiente Wttrdigung zukommen 
liessen (s .aber [KertBsz 19761). 
3. Maglicherweise lagen lediglich finanzielle ErwXgungen zu 
Grunde. 
4. Aus einem Sammelband J. Thomae, G. Cantor, H. A. Schwarz, 
Abhandlungen (1864-73) des Mathematischen Vereins zuHalle a.S., 
jetzt im Besitz der Universitzts--und Landesbibliothek Halle/ Saale. 
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DAS MANUSKRIPT 
§ 12 
Im Folgenden werde ich das von Lagrange angewandte, in unserer 
Einleitung erwghnte Prinzip zur Berechnung der primitiven Formen- 
lijsungen nutzbar machen; und ich glaube, dass dasselbe erst durch 
die hier vorkommende Vorstellung der LBsungssysteme seine volle 
Deutung erhslt. Zuerst aber will ich andeuten, wie sich die 
primitiven Lijsungen einer allgemeinen prim&en Gleichung berechnen 
lassen aus den primitiven Liisungen einer primzren Gleichung 
(a, a', a") = 0, in welcher die Zahlen a, a', a" frei von quadra- 
tischen Faktorensind; eine solche primgre Gleichung will ich der 
Kilrze wegen eine absolute nennen. Offenbar gehijrt zu jeder 
prim;iren Gleichung (12a, lf2,1, 1'12atr) = 0 eine absolute 
(a, a', a") = 0 * sind an der ersten die Bedingungen filr die 
primitiven LSsuhgssysteme erftillt, so sollen die sgmtlichen 
primitiven Lbsungssysteme der ersten aus denen der zweiten abge- 
leitet werden. 
Der Kiirze wegen wollen wir diese Reduktion nicht allgemein 
ausfiihren, sondern ihre Maglichkeit dadurch nachweisen, dass wir 
die primitiven Lasungssysteme einer prim&en Cleichung 
(1) (p"a, a', a") =0 
ableiten aus den primitiven Formenlcisunien der primsiren Gleichung 
(2) (a, a', a") = 0 
wo wir voraussetzen, dass p eine Primzahl ist, die a entweder 
gar nicht oder nur in der ersten Potenz enthglt. Die sukzessive 
Anwendung dieser Reduktion wird offenbar zu der gewiinschten fiihren. 
Es werden die ssmtlichen primitiven LGsungssysteme von (2): 
$1, $1, Xl, 
(3) $2, $2, x2> 
. . . 
vorausgesetzt. Jeder ZahlenlSsung A, B, C von der Ordnung 0 (l,l,l) 
von (1) entspricht eine ZahlenlGsung von der Ordnung O(l,l,l): 
cx = pKA, B = B, y = C von (2); 
umgekehrt entspricht jeder Zahlenlasung O(l,l,l) von (2): c1,B,y, 
in welcher a teilbar durch pTT, eine ZahlenlBsung O(l,l ,l)A,B,C 
von (1). Durch diese Uberlegung sieht man, dass es nur darauf 
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ankommt, aus den Lasungen e,@,y diejenigen auszuscheiden, bei 
welchen c( E 0 mod p’, und man wird so zu der Aufgabe geflihrt: 
Wenn eine primitive Form 
$I = lxxx + 2a’xy + a” yy 
mit dem Determinant d = --c1'c1" gegeben ist, welcher quadratischer 
Rest ist von einer Primzahl p, so sollen alle Darstellungen x,y 
(relativ prim) gefunden werden, fur welche I$ teilbar wird durch 
P?'. 
Diese Frage beantwortet sich leicht in Folgendem: 
I. 1st p eine ungerade Primzahl, und setzt man c( relativ prim 
gegen p voraus, so sind die s;imtlichen Darstellungen enthalten in 
den beiden Systemen: 
x = pnC + $0, x = pnc + hzrl, 
Y = n> Y = n, 
woah +ct'- 1 
u1 : 0 mod pTl, crh2 + cl1 - u2 s 0 mod pn 
und u 1' uz die beiden Wurzeln der Kongruenz uu - d mod p' sind. 
II. 1st p = 2, so wird im Folgenden nur der Fall gebraucht, wo 
$ impropr.pr. ist; wir setzen in dieser Form a E 2 mod 4 voraus, 
und es ist d _= 1 mod 4; sobald TT 2 2, ist in unserer Anwendung 
d _= 1 mod 8; Die szmtlichen Darstellungen, fiir welche 4 z Omod 2', 
sind enthalten in den 4 Systemen: 
x = 2F@hlq, x = 2"<+h2q, x = 2'c+h3q, x = 2'@h4n, 
y = nr y = rlr y = nr y = rlr 
wo cL h + cl'-ux E 0 mod 2' und ul, u2, u3, 
uu f d'mod 2"' sind. 
u,+ die vier Wurzeln von 
Wendet man die in I., II. angegebenen 
Substitutionen auf eine Lijsung 4, $, x an, nachdem man sie zuerst 
den Bedingungen fiir $ entsprechend in eine zquivalente transformiert 
hat, so erhlXlt man Formen 
PT@AX, 
und es ist stets 9,Y,x eine Formenlbsung (H = +I) von (1). Diese 
LUsung ist nicht in.mer eine primitive. Eine genauere Untersuchung, 
welche wir hier unt:rdriicken mtissen, zeigt aber, dass man auf 
diese Weise aus den i%ungen (3) die sgmtlichen primitiven Lijsungen 
von (1) erhalten kann. Es 1Xsst sich eine einfache Regel angeben, 
nach welcher die Verbindung ww'w" , zu welcher $Jlx gehart, zusammen- 
hzngt mit der Verbindung WW'W" , zu welcher die primitive LCisung 
QYJX von (1) gehtirt, welche aus Q$x abgeleitet werden kann. 
Wir kb'nnen daher den fiir das Folgende wichtigen Zusammenhang 
einer prim$iren Gleichung mit ihrer absoluten so ausdriicken: 
Jede prim&-e Gleichung (an welcher die Bedingungen fiir die 
primitiven Lijsungen erfiillt sind) 
f12a, lf2ar , 1112 a") = 0 
hkingt mit der zu ihr gehijrigen absoluten Gleichung 
(a, a', a") =0 
in der Meise zusammen, dass jede primitive Lasung Y,@,x der 
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ersteren hervorgeht aus einer zu einem bestimmten System gehijrigen 
primitiven L&sung 4,$,x der letzteren, indem diese durch eine 
Substitution 
x = AS + UT- 
y = vs + Prl 
von der Determinante xp - uv = k 11'1" 
iibergeht in 
1@ , 1'Y , 1"X. 
Es sind ferner die folgenden Bemerkungen von Wichtigkeit: 
Wir haben gesehen, dass stets, wenn der Determinant einer primxren 
Form, an welcher die Bedingungen der Existenz primitiver Lijsungen 
erflillt sind, nicht s 0 mod 4, im ganzen vier primitive Ldsungs- 
systeme 
$9 $7 x9 -dJ, -dJ, -x, 
+',4J',x', -$I,-$I,-xl, 
zu einer Verbindung w, w', WI' gehbren. Diese zwei Paare unter- 
scheiden sich durch folgende Kriterien: 
1) Wenn D ungerade, a E -a' E -a" mod 4 ist, so sind von den Formen 
$,x die eine pr.pr., die andere impr.pr.; dasselbe gilt von den 
Formen $',x'; ist aber + pr.pr., so ist JI1 impr.pr. und umgekehrt. 
1st $ impr.pr., so bestehen die Kongruenzen w'x c a$, W'I$ s -a'2 
nicht nur mod a, sondern such mod Za. 
2) Wenn D E 2 mod 4 und zwar a I 2 mod 4, so sind $,x,$',x', pr. 
pr. Die beiden Lijsungen 4,+,x, $',+',x' unterscheiden sich dadurch 
voneinander, dass von den Quotienten * , +' der eine = 1 mod 4, 
der andere E 3 mod 4 ist. 
x X' 
3) Wenn D = 0 mod 4 und zwar beispielsweise a = 0 mod 4 und wenn 
+ impr.pr., so bestehen die Kongruenzen wOJ' E a"~, w,,x s -a'$ 
nicht nur mod a, sondern such mod 2a, wenn w,, die in Theorem I 
des 5 8 definierte Zahl ist. 
5 13 
Sei (a,a', a")= 0 eine absolute Gleichung, an welcher 
(1) -arat' Ra, -a"aRa ' I -aa'Ra". 
Sei -d = a'," = m eine beliebige Trennung der Zahl -d in zwei 
Faktoren, so trennen wir such m,n durch die Identitgten 
m = m'm", n = n'n", so dass m', n' Faktoren von a' und mrr,n" 
Faktoren von a" sind. Wegen (1) gibt es Zahlen t,u, welche 
relativ prim untereinander, so dass ttn + uum teilbar ist durch 
a. Wir schreiben die sich daraus ergebende Gleichung in folgender 
Form: 
(2) ttn'n" + uum'm" = ~'v'p"v"a 
wo P' der gemeinsame Faktor von t und m', $ 
a, 
der von t und rn" , 
v' der von u und n' und v" der gemeinsame Faktor von u und n" ist. 
Wegen der Voraussetzungen iiber t,u und (a,a',a") ist a0 rel.prim 
w.wn d, und es sind ~',v~,~~~,v~' paarweise rel.prim. 1st w eine 
beliebige Wurzel der Kongruenz w* E d mod a, so kijnnen ausserdem 
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t,u so bestimmt werden, dass 
(3) 
tn urn w E -z-- mod a. 
U t 
Seien ausserdem w', w" beliebige Wurzeln der Kongruenzen 
W I2 E d' mod a', wrt2 3 d" mod a " I 
und sei 4,$1,x eine zu der Verbindung w,w',w" gehbrige primitive 
Ldsung der absoluten Gleichung (a,a' ,a") =O,dann hat man gemass 
den Definitionen (§ 6) 
(4) 
$tn' - Xum" z Omod a, 
$um' - xtn " E Omod a. 
Bevor wir diese Kongruenzen als Gleichungen schreiben, haben wir 
die folgenden Bemerkungen und Bestimmungen zu machen: 
1) Wenn a,a',a" ungerade sind und 0 impr.pr., also d q 1 mod 4 
ist, wenn ferner t,u beide ungerade sind, so ist a0 durch 4 teil- 
bar, und die Kongruenzen (4) haben such ihre Giiltigkeit mod 2a. 
2) 1st a _= 2 mod 4 und -a'," 5 1 mod 8, so ist 4 impr.pr., und 
such hier wird a0 durch 4 teilbar. Wir bestimmen die Lb'sung 
$,$,x den Bemerkungen am Schluss des Paragraphen [Lilcke im Manuskript; 
evtl. ist § 14 gemeint.] zufolge dadurch ngher, dass die Kongruenzen 
(4) ebenfalls ihre Giiltigkeit mod 2a haben sollen. 
Wir verstehen unter k die Zahl 2 in den Fzllen 1) und 2), 
sonst aber sei k = lurid setzen a 
I3 
= k2b. Dann hat man wegen (4) mit 
Riicksicht auf die oben gemachten emerkungen 
(5) 
$tn' - um"x=k~"v'aJll, 
$um' - tn"x=-kp'v"axl, 
in welchen Gleichungen unter $,,x, ganzzahlige quadratische Formen 
mit denselben Variablen wie in $,x zu denken sind, von denen sich 
sogleich herausstellen wird, dass sie die Formen 
(61 
$, = BIXX •/- 2f3;xy + qyy, 
Xl = y,xx + 2y;xy + y'; yy 
haben. Die Zahl u"v' ist ngmlich grijsster gemeinsamer Faktor von 
tn' und urn", ausserdem relativ prim gegen ka, folglich gilt die 
erste Kongruenz (4) mod ku"v'a und es ist $ eine ganzzahlige 
Form. Ebenso zeigt man, dass x1 eine ganzza ii lige Form ist. Setzt 
man nun 
(7) + P'I 
n'u' - = q’, 
mrr v r, n " v 1' 
V’ 
- = p”, 
I-r I, - = cl” v ” 
und 
(8) b’ = p’q”, b” = p”q’, 
so bestztigt man leicht die Gleichung 
(9) b(a$2 + a'Q2 + ar1x2)= a(b$: + bfJI: + b"xf) , 
wenn $ 1 =$I. Nach 51 hat man aber, wenn statt xx, xy, yy, S,n,< 
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gesetzt wird: a$' + aflp+atf+ 4aa’a”(rlrl-5.9, also 
hat man such b$y + b'$T + b"x: = 4bb'b"(nn-SC). 
Daraus geht hervor, dass $,,$,,x, eine FormenlBsung (H = +l) 
der Gleichung (b, b', b") = 0 
ist (s.die Endbemerkung § 1). 
Die letzte Gleichung ist eine prim&e, in welcher b', b" 
keine quadratischen Faktoren haben, weil 
(10) -b'b" = -,ra" = d 
ist. Dieselbe ist im allgemeinen keine absolute, weil in b 
quadratische Faktoren vorkommen kijnnen. Urn das reziproke Verhalten 
der Gleichungen (a,a',a") = 0, (b,b',b") = 0 in Hinsicht auf ihre 
Formenl5sungen +I&, $,JI x hervortreten zu lassen, merken wir 
uns zu den Gleichungen 5 die Gleichungen t3 
$ I+ - xi+ = kl.l'v'bJ,, 
(11) -kp"v"bx 
und zu den Gleichungen (8) diese: 
(12) a' = p'q'r a" = p"q" . 
Was aber die Beziehung der beiden Formen (a,a',a") und 
(b,b',b") besonders wichtig und merkwiirdig macht, liegt in dem 
folgenden 
Theorem: Die FormenHsung 
(5) definiert ist und der 
ist eine primitive L&sung 
mod b, mod b', mod b", wo 




-= -pyJr k-w, -= 
m'ua" 1 W"= _ - - u,v,rt kw# ' 
nrrta' 1 
E--- = u'v" kw" - 
yJ,JX,l welche in den Gleichungen 
prrmaren Gleichung (b,b',b") = 0 angehijrt, 
und gehijrt zu der Verbindung W,W',W" 
diese drei Kongruenzzahlen auf folgende 
b, 
m"u W” -- 
au"v' k mod q" 
n't w' mod b' = p'q", --.-.-- modp' au"v' k 
m'u w' -- mod q' p'v"a k 
n"t W” mod b" = p"q'. - - mod p" 
p'v"a k 
Beweis: Die Bestztigung des zweiten Teiles wird sich jedem ergehen, 
wenn er darauf acht hat, dass die Ldsung $,Ji,x zu der Verbindung 
w,w' ,w" gehiirt und wenn er die linearen Beziehungen derselben mit 
$l,$,,xl genau anwendet. 
War haben also nur den ersten Teil zu beweisen, dass $,,$,,x, 
eine primitive Ldsung ist. Die Gleichungen (5) sind identisch 
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in bezug auf x,y, man hat also die folgenden: 
tn'@ - um"y = ku"v'aB1, um'B + tn"y = -ky'v"ayl, 
tn'B'- um"Y'= ku"v'aB;, um'B'+ tn"y' -1 -ku'v"ay', 
1 
tn’$” - um”y”= ku”v’aB;, um'f3"+ tn"Y" = -kp'v"ayy. 
Man ltise diese paarweise nach tn', urn" und nach tn", urn' auf 
mit Berticksichtigung der Gleichungen [An dieser Stelle ist im 
Manuskript eine Liicke gelassen; gemeint sind offenbar Gleichungen 
(3) aus 5 5 und analoge.], dann erhxlt man 
$$- a = k(B1y'-yB17, s2a' 
p”V ‘ 
= kfBly"-yB1"l, $$ a" = NB;y"-y'B1"), 
$$ a = k(B1B'-Bf3'), 2 2a' 
1 ]1”V’ 
= k(BIB"-Bfil"j, -$$ a" = k16;6=6'B1"l, 
y$$ a = kPt16'-BY;), -$-$ 2a' = k(y16"-ByI"), -$$ a" = W;B"-6'y1"J, 
$$ a = kPn;-YIY'), um' - 2a' = k(yy 
U’V” 
l”-vlv”lI ff,$ a”  = k(y'y;-y;y"L 
$ = 4 a ist der Voraussetzung gem%s eine primitive Form; wir haben asselbe van den Formen $,,x, zu zeigen. Die Zahlen 
tn' urn" sind relativ prim, ebenso die Zahlen tn" urn' WfjyTqj7 m/m. 
Bezeichnet man also mit D den grijssten gemeinsamen Faktor von 
a, 2a’, a”, wo D = 1 oder = 2, so haben die 6 Zahlen 
tn' urn" - CY 
u-v 
tn' *ar, z a", - 





den grBssten gemeinsamen Faktor 0; es gibt also 6 Zahlen A,B,C, 
E,F,G, so dass 
k {(BIYf-yB;)A + (Blyn-y@;)B + (B;Y”-v’B;)C + 
(Bli+B6;IE f IGIB"-BB;M •/- (6;~"~B'B;N} = D. 
In den FBllen, wo D = 1, ist such k = 1; man sieht aus 
dieser Gleichung, dass Bl,f3',B" ohne gemeinsamen Faktor sind. 
Sei ferner D = 2, k = 1; di:se: Fall kann, wie man sich aus der 
Definition von k iiberzeugt, nur eintreten, wenn b, b', b" ungerade 
werden; es kann also der gemeinsame Faktor von Bl,Bi,B',' nicht 
= 2 sein; ein anderer ist aber wegen jener Gleichung nicht 
mijglich; also such hier J, primitiv . 1st endlich D = 2, k = 2, 
1 
so sieht man aus jener Gleichung unmittelbar, dass JI primitiv 
ist. Ganz ebenso wird gezeigt, dass x stets primittv wird. 
1 
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Es ist daher 
eine primitive Lijsung der Gleichung (b, b', b") = 0. 
In dem vorhergehenden gingen wir von der Gleichung 
(a, a', a") = 0 mit einer fixierten Li-jsung 4,$,x aus und kamen 
zu einer fixierten Liisung 4 ,Q ,x der Gleichung (b, b', b") = 0. 
111 
Wiirden wir aber die letztere L6sung gedanklich voraussetzen, so 
kzmen wir durch die Gleichungen (11) zu der ersten, und die 
Wurzelverbindung w, w', W” wilrde durch die Kongruenzen (13) sich 
aus der bekannt vorausgesetzten Verbindung W, w', W" bestimmen 
lassen; denn man hat a' = p'q', a" = p"q", w E A!?= - - 
U 
y mod a. 
Der Zusammenhang beiden Gleichungen 
(a, a', a") = 0, (b, b', b") = 0 
ist also folgender: 
Eine gewisse, 
tn 
zu der Verbindung w 3 -mod a, w', w" (wo w', w" 
U 
beliebige Wurzeln der entsprechenden Kongruenzen sind) geh6rige 
primitive LBsung 0,$,x der ersteren hgngt durch die Gleichungen 
(5), (11) mit einer gewissen, zu der Verbindung W E $ mod b, W', W" 
gehiirigen primitiven L6sung $l,Ql,x der letzteren zusammen. 
Die Existenz irgendeiner von den L6lungen 4,$,x, $ ,ql,xl setzt 
die andere. Andererseits wissen wir, dass die prir&re Gleichung 
(b, b', b") = 0 in bezug auf alle ihre primitiven Lijsungen in 
Zusammenhang steht mit der zu ihr gehijrigen absoluten Gleichung, 
welche wir mit 
('a, 'a', 'a") = 0 
bezeichnen wollen. 
Dadurch tritt die absolute Gleichung (a, a', a") = 0 in 
bezug auf eine durch die Verbindung w, w', w" voraus fixierte 
Liisung $,$,x in Zusammenhang mit der absoluten Gleichung 
('a, 'a', 'a") = 0 in bezug auf eine Lb;sung @',Jl',x' der 
letzteren, deren Wurzelverbindung 'w, 'w', 'w" a priori, d.h. 
ohne die Lijsungen selbst niitig zu haben, aus w, w', w" bestimmt 
werden kann. 
Setzt man durch dieselben Operationen die absolute Gleichung 
('a, 'a', 'a") = 0 in bezug auf die durch 'w, 'w', 'w" fixierte 
Liisung $',$',x' in Zusammenhang mit einer anderen ("a, "a', "a") = 0 
und diese wieder mit einer vierten ("'a, "'a', "'a") = 0 u.s.f., 
so erhglt man den Begriff eines allgemeinen Zusammenhanges der 
absoluten auflusbaren Gleichungen in bezug auf ihre primitiven 
LUsungssysteme. 
Wenn man daher jede absolute Gleichung, an welcher die 
Bedingungen der AuflGsbarkeit erfiillt sind, in Zusammenhan 
bringen kann mit der pythagoreischen Gleichung X2 + Y2 - Z FL - 0, 
an welcher die Richtigkeit des Theorems I, § 8 unmittelbar 
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ersichtlich ist, so sieht man, dass einerseits ein vollst5indiger 
Zusammenhang aller auflSsbaren absoluten Gleichungen in bezug 
auf ihre LSsungssysteme herrscht, andererseits das Theorem 
seine Richtigkeit hat fiir jede absolute Gleichung, bei welcher 
die Bedingungen erfiillt sind. Durch das Theorem in § 12 erhglt 
alsdann jenes seine Giiltigkeit fiir alle prim&en Gleichungen. 
Wir weisen diesen Zusammenhang mit der pythagoreischen Gleichung 
im folgenden Paragraphen nach. 
§ 14 
Urn das Beabsichtigte zu zeigen, ist offenbar nur nijtig, dass 
man in der Reihe der absoluten Gleichungen 
(a, a', a") = 0, ('a, 'a', 'a") = 0, . . . 
durch besondere Disposition iiber die im vorigen Paragraphen 
definierten Operationen zu einer absoluten Gleichung 
( w,, W,’ , (v)a’t) = 0 
gelangt, bei welcher der Determinant (v) D<D ist; denn durch 
sukzessive Anwendung dieser Operationen wiirde man schliesslich 
zu einer Gleichung kommen, bei welcher D = 1 ist, d.h. zu einer 
Gleichung x2 + Y2 - Z2 = 0. 
ZunXchst richten wir es stets so ein, dass erster, zweiter 
und dritter Koeffizient der vorkommenden Gleichung der Grbsse 
nach folgen, so dass der erste der grosste ist. Sei (a, a', a") = 0 
die gegebene absolute Gleichung, W, w', w" die fixierte Verbindung 
der gedachten L8sung @,$,x. Wir haben dann drei F!Jlle zu 
unterscheiden: 
1) d = -araM ist positiv und von 1 verschieden. Man setze 
n = 1, m = d, u = 1, so dass t :w mod a wird. Man bestimme t 
in den Grenzen a d und hat dann v' = v" - 2, 2 = 1 und tt-d = 1-l'p"k2ba. 
Da d kein Quadrat ist, so ist b stets von Null verschieden und 
<a. Der Determinant der Form (b, b', b") ist, weil b'b" = ala", 
CD, umsomehr ist der Determinant der absoluten Gleichung 
('a, 'a', 'a") = 0 'DC D. 
2) d = 1; man mache iiber u, m, n dieselben Voraussetzungen wie 
unter l), setze aber t = a-l; dann wird ebenfalls b<a, 'D<D. 
3) Sei d = -ala" negativ. Man setze n = a", m = a', u = 1 und 
nehme t E E-mod a in den Grenzen 
a" - % und ;; dann wird 
tta" + a' = k2u'ba, b' = F, b" = 1~' . Aus der offenbaren 
Ungleichheit kbb"a < a(% + 1) folgt bb" < aa" und umsomehr also 
'a 'a"<aa" d.h. 'd' < d', wzhrend wie immer 'd = d ist. 
Ganz in derngmlichen Weise gehe man zur folgenden absoluten 
Gleichung iiber u.s.f. Man sieht, dass man eine Reihe von 
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absoluten Gleichungen 
(a, a', au) = 0, ('a, 'a', 'a") = 0, . . . 
erhslt, in denen 
hingegen 
d = 'd = "d = ..-, 
d' > 'd' > 'd" . . . 
gilt. Dies kann nur damit endigen, dass fiir ein gewisses (v) 
(v) D<D 
wird. 
Der hier angegebene Gang zum cbergang auf die pythagoreische 
7orm ist nun such bei der Berechnung der primitiven Lijsungen im 
Ganzen einzuhalten. Doch zeigen sich jedem leicht bei den 
einzelnen Fgllen andere Modifikationen des in 5 13 gezeigten 
Zusammenhangs, durch welche man auf kiirzerem Wege zu der pytha- 
goreischen Form gelangt. Die Rechnung besteht aus zwei verschiedenen 
Grundoperationen, ngmlich sowohl aus dem Ubergang der absoluten 
Gleichung (a, a', a") = 0 zu der Gleichung (b, b', b") = 0 und 
dann aus dem Gbergang dieser zu der entsprechenden absoluten 
('a, 'a', 'a") = 0. Der letzte cbergang besteht, wie wir in 
§ 12 angedeutet haben, aus einer Transformation innerhalb der 
FormenlBsungen und wird erst nach Vollendung des ganzen Schemas 
riickw%-ts ausgefiihrt. Wir haben uns nach dieser Methode eine 
Tabelle angelegt, welche fiir die aufsteigenden Determinanten 
D die auflasbaren absoluten Gleichungen mit ihren LBsungssystemen 
enth;ilt. 
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